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RESUMEN
En este artı´culo se propone una formulacio´n nume´rica sin malla de tipo Galerkin basada en el me´todo de partı´culas
SPH con aproximacio´n de mı´nimos cuadrados mo´viles y su aplicacio´n a problemas de meca´nica de fluidos con
superficie libre. El esquema de Galerkin proporciona una metodologı´a general que permite analizar muchos de
los me´todos propuestos en el a´mbito de las formulaciones de tipo SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) y
desarrollar algoritmos consistentes. La viabilidad de la metodologı´a sin malla que se propone se demuestra con
varios ejemplos en los que se analizan feno´menos de gran complejidad o con fuertes distorsiones en el dominio de
solucio´n.
SUMMARY
In this paper we propose a Galerkin based SPH formulation with moving least squares meshless approximation,
applied to free surface flows. The Galerkin scheme provides a clear framework to analyze several procedures
widely used in the classical SPH literature, suggesting that some of them should be reformulated in order to
develop consistent algorithms. The performance of the methodology proposed is tested through various dynamic
simulations, demonstrating the attractive ability of particle methods to handle severe distortions and complex
phenomena.
PALABRAS CLAVE: Meca´nica de Fluidos, Me´todos Sin Malla, Me´todos SPH, Flujo de Fluidos en Superficie
Libre, Me´todo de Galerkin.
1. INTRODUCCI ´ON
Desde principios de los an˜os noventa, los me´todos “sin malla” han experimentado un fuerte
desarrollo en el a´mbito de la Meca´nica Computacional. Entre e´stos, los me´todos de partı´culas
proporcionan muy buenas soluciones (al menos cualitativas) a problemas de gran complejidad,
habie´ndose avanzado notablemente en los u´ltimos an˜os en su fundamentacio´n teo´rica.
Las formulaciones “sin malla” esta´n fundamentadas en te´cnicas de interpolacio´n especı´ficas como
las de estimacio´n de tipo kernel [1] o de aproximaciones de mı´nimos cuadrados mo´viles [2]. No
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obstante, los me´todos “sin malla” en Meca´nica Computacional no consisten u´nicamente en esquemas
de interpolacio´n distintos, sino que constituyen una potente herramienta para resolver las ecuaciones
de la meca´nica de medios continuos sin necesidad de efectuar una particio´n explı´cita del dominio
en determinados subdominios no solapados. ´Esta es el rasgo distintivo esencial de los me´todos
“sin malla” pero tambie´n el origen de sus conocidos “puntos flacos”. A diferencia de los me´todos
de elementos finitos, la ausencia de un esquema espacial complica la aplicacio´n de determinadas
metodologı´as nume´ricas tales como el me´todo de residuos ponderados (me´todo de Galerkin). No
obstante, debemos notar que estas te´cnicas que constituyen uno de los pilares principales para el
desarrollo de implementaciones pra´cticas de los me´todos “sin malla” pueden no ser tan adecuadas
para los me´todos de partı´culas como lo son para los me´todos de elementos finitos. Ası´, el avance en
el conocimiento y fundamentacio´n matema´tica deberı´a sin duda proporcionar mejores te´cnicas para
obtener las ecuaciones discretas de la meca´nica computacional sacando el mayor provecho posible de
las formulaciones de partı´culas.
El me´todo SPH (siglas en ingle´s del Smoothed Particle Hydrodynamics method) fue desarrollado a
finales de los an˜os setenta para la simulacio´n de problemas de dina´mica de fluidos en astrofı´sica [3],[4].
La extensio´n en la meca´nica de so´lidos de estos me´todos fue iniciada por Libersky [5] y Randles [6].
Posteriormente, Johnson y Beissel propusieron el algoritmo NSF (Normalized Smoothing Function)
[7], y Bonet et al. [8],[9] y Chen et al. [10] desarrollaron otros me´todos basados en el SPH y sus
correcciones. En fechas recientes, Dilts ha introducido las funciones de forma de mı´nimos cuadrados
mo´viles (MLS functions) en sus ca´lculos basados en el me´todo SPH [11].
Las formulaciones SPH ma´s tempranas incluı´an un nuevo esquema de aproximacio´n y unas
determinadas ecuaciones discretas caracterı´sticas (las llamadas “ecuaciones SPH”), que pueden parecer
extran˜as para aquellos investigadores experimentados en me´todos con un mayor grado de formalismo
como el de elementos finitos. La formulacio´n que se presenta en este artı´culo surge de un planteamiento
distinto, y las ecuaciones discretas se obtienen a partir de un esquema de residuos ponderados.
Esta deduccio´n puede resultar algo desconcertante para aquellos investigadores acostumbrados a la
presentacio´n “cla´sica” de las ecuaciones SPH. Sin embargo, en nuestra opinio´n las formulaciones de
residuos ponderados o de Galerkin proporcionan un marco teo´rico so´lido para desarrollar algoritmos
ma´s consistentes.
El artı´culo se desarrolla del siguiente modo. En primer lugar se revisan brevemente las
aproximaciones SPH esta´ndar y las aproximaciones de mı´nimos cuadrados mo´viles. Seguidamente
se presentan las ecuaciones del modelo matema´tico y se obtienen las ecuaciones discretas a partir de
una formulacio´n de residuos ponderados. Finalmente se discuten algunos aspectos computacionales
importantes y se presentan diversos ejemplos de aplicacio´n a la simulacio´n de problemas de dina´mica
de fluidos y de flujo con superficie libre.
2. APROXIMACIONES “SIN MALLA”
2.1. Aproximacio´n SPH.
El modo ma´s sencillo de construir funciones de prueba y de test “sin malla” corresponde a las
cla´sicas aproximaciones SPH dadas por
Nj(x) = VjWj(x) = VjW (x − xj , h) (1)
donde el nu´cleo W (x − xj , h) es una funcio´n suave con soporte compacto centrada en la partı´cula
j, y Vj es el “volumen” estadı´stico asociado a la partı´cula j. El para´metro h, usualmente llamado
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(smoothing length) en la bibliografı´a sobre los me´todos SPH o “para´metro de dilatacio´n” (dilation
parameter) en la bibliografı´a sobre los me´toddos RKPM (Reproducing Kernel Particle method) [12],
es una cierta medida caracterı´stica del taman˜o del soporte de Wj (por ejemplo, el radio en funciones
de soporte circular). Las funciones que suelen emplearse con mayor frecuencia como nu´cleos son
las exponenciales o los splines. De este modo, la aproximacio´n SPH û(x) de una funcio´n dada u(x)
puede escribirse en te´rminos de las funciones de forma (1) y de determinados para´metros nodales o








Con los nu´cleos usualmente empleados, esta aproximacio´n es poco precisa en las proximidades de
los contornos del dominio de la funcio´n interpolada dado que no posee ni tan siquiera consistencia de
orden cero, es decir
n∑
j=1
Nj(x) 6= 1 (3)
Consecuentemente, el conjunto de funciones {Nj(x), j = 1, . . . , n}, donde n es el nu´mero total de
partı´culas, no constituye una particio´n de la unidad, en el sentido dado por Duarte [13]. El gradiente de








En la bibliografı´a sobre los me´todos SPH (ver por ejemplo [14], [15]), se proponen frecuentemente
expresiones alternativas para asegurar determinadas propiedades de conservacio´n en las ecuaciones
discretas, que no esta´n garantizadas por el esquema de aproximacio´n.
2.2. Aproximacio´n de Mı´nimos Cuadrados Mo´viles.
Las formulaciones de mı´nimos cuadrados mo´viles son otro de los grandes tipos de formulaciones
“sin malla”. Aunque difieren en su formulacio´n, las basadas en funciones “nu´cleo” (como por ejemplo
Moving Least Squares o Reproducing Kernel Particle Method) se pueden tambie´n interpretar como
me´todos SPH corregidos y son muy similares en la pra´ctica.
A continuacio´n se analizan bajo el mismo marco fundamental las formulaciones Moving Least
Squares (MLS) [2] y Moving Least Squares Reproducing Kernel Particle Method (MLSRKPM) [12].
Sea una funcio´n u(x) definida en un dominio Ω acotado o no acotado. La idea ba´sica de la formulacio´n
MLS consiste en aproximar u(x) en un punto dado x mediante un ajuste de mı´nimos cuadrados
polino´mico de la funcio´n u(x) en un entorno de x en la forma:










donde pT (x) es una base polino´mica m-dimensional y α(z)
∣∣∣
z=x
es un conjunto de para´metros, tales
que minimicen el siguiente funcional de error:
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siendo W (z − y, h)
∣∣∣
z=x
un nu´cleo sime´trico con soporte compacto (llamado Ωx), elegido entre los
nu´cleos que habitualmente se emplean en los me´todos SPH. Como ya se establecio´ anteriormente, h es
la longitud de suavizado y es una medida del taman˜o de Ωx . Ası´, la minimizacio´n de J con respecto a
α conduce a ∫
y∈Ωx















En las formulaciones “sin malla” se elige un conjunto de n partı´culas del dominio global Ω, de modo
que la evaluacio´n de las integrales en (7) y (8) puede realizarse usando las partı´culas del interior del





=M−1(x)PΩxW V (x)uΩx (9)
donde el vector uΩx contiene los para´metros nodales de las partı´culas de Ωx , la versio´n discreta de M
es M(x) = PΩxWV(x)P
T
Ωx , y las matrices PΩx y WV(x) vienen dadas por [12]:
PΩx =
(
p(x1) p(x2) · · · p(xnx )
) (10)
WV(x) = diag {Wi(x − xi)Vi} , i = 1, . . . , nx (11)
En las expresiones anteriores, nx denota el nu´mero total de partı´culas en el entorno de un punto x y Vi
y xi son, respectivamente, el volumen estadı´stico (empleado como peso de la cuadratura nume´rica) y
las coordenadas asociadas a la partı´cula i. Obse´rvese que los volu´menes estadı´sticos de las partı´culas
del entorno esta´n incluidas en la matriz WV, obtenie´ndose la versio´n MLS del Reproducing Kernel
Particle Method [16]. Por otra parte, puede emplearse W en lugar de WV,
W(x) = diag {Wi(x − xi)} , i = 1, . . . , nx (12)
que se corresponde con la aproximacio´n de mı´nimos cuadrados mo´viles cla´sica (en la integracio´n nodal
del funcional (6) se asocia el mismo peso de integracio´n asociado a todas las partı´culas). Si ahora se
sustituye (9) en (5), el esquema de interpolacio´n se puede identificar fa´cilmente y ser escrito en la
forma:
û(x) = pT (x)M−1(x)PΩxW V (x)uΩx = N
T (x)uΩx (13)
por lo que las funciones de forma de mı´nimos cuadrados mo´viles vienen dadas por:
NT (x) = pT (x)M−1(x)PΩxW V (x) (14)
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Generalmente se emplean bases polino´micas definidas localmente y escaladas, en lugar de las definidas
globalmente p(y). Ası´, si una funcio´n se evalu´a en el punto x, las funciones de la base serı´an de la forma
p(y−xh ). Consecuentemente, las funciones de forma son
NT (x) = pT (0)M−1(x)PΩxW V (x) (15)
En los ejemplo en dos dimensiones que se presentan en este trabajo, la base de funciones polino´micas






, donde (x1, x2) y (y1, y2) son las












xj ⊗∇xNj(x) = I (17)
2.3. Eleccio´n del nu´cleo.
En la bibliografı´a pueden encontrarse una amplia gama de funciones que se han propuesto como
posibles nu´cleos y que en la mayor parte consisten en funciones exponenciales o splines, sin que
parezca existir un criterio para la eleccio´n o´ptima de esta funcio´n. Uno de los nu´cleos que ma´s se
emplea es el siguiente spline cu´bico[14]:
Wj(x) =W (x − xj , h) = α
hν

1− 32s2 + 34s3 s ≤ 1
1
4 (2− s)3 1 < s ≤ 2
0 s > 2
(18)
donde s = ‖x − xj‖
h




pi en una, dos y tres
dimensiones respectivamente. El coeficiente α/hν es un factor de escala que se introduce u´nicamente
si se emplean interpolaciones SPH no corregidas con el fin de garantizar la propiedad de normalidad∫
WdV = 1. En los ejemplos que presentaremos en este artı´culo no se hace uso de este factor de
escala.
Esta formulacio´n se corresponde con un nu´cleo de tipo radial, esto es, el soporte del nu´cleo es un
cı´rculo (en 2D)o una esfera (en 3D) de radio 2h. No obstante, los nu´cleos para problemas en 2D y 3D
pueden construirse tambie´n por producto de los nu´cleos unidimensionales en la forma




n − xnj , hn) (19)
siendo xn la n-e´sima coordenada de la partı´cula x. En esta definicio´n del nu´cleo, el nu´cleo
unidimensional Wnj y la longitud de suavizado caracterı´stica hn pueden diferir para cada dimensio´n.
Si se emplea el mismo nu´cleo en todas las dimensiones entonces el soporte es un cuadrado (en 2D) o
un cubo (en 3D).
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3. ECUACIONES DEL CONTINUO
En el estudio de las deformaciones finitas de un medio continuo se pueden elegir para su descripcio´n
dos posibles sistemas de coordenadas [17],[18]:
• una determinada configuracio´n de referencia (usualmente una “configuracio´n inicial”). Esta
descripcio´n se denomina “material” o Lagrangiana y en ella todas las magnitudes relevantes
esta´n referidas a la configuracio´n inicial del problema Ω0;
• la configuracio´n actual del medio. Esta descripcio´n se denomina “espacial” o Euleriana y en ella
todas las magnitudes relevantes esta´n referidas a la configuracio´n actual del problema Ω.
La primera es ma´s frecuente en meca´nica de so´lidos, en tanto que la segunda es ma´s habitual en
meca´nica de fluidos. En general, estas dos descripciones conducira´n a discretizaciones que no sera´n
equivalentes cuando se apliquen con me´todos de partı´culas [19].
En principio, consideraremos que el comportamiento de un medio continuo esta´ gobernado por las
ecuaciones
(a) Ecuacio´n de continuidad. La conservacio´n de masa puede escribirse en forma material como la
ecuacio´n algebraica:
ρJ = ρ0 (20)
siendo ρ0 y ρ las densidades inicial y actual respectivamente, y J es el determinante del
gradiente de deformacio´n, J = det(F ), F = dx
dX
. En lo sucesivo, X , x = x(X), ∇X y
∇x denotan las coordenadas y los operadores gradiente en las configuraciones de referencia y
actuales, respectivamente. La mayor parte de los me´todos SPH emplean una forma euleriana de
la ecuacio´n de conservacio´n de masa dada por,
dρ
dt
= −ρ div(v) (21)
donde d·
dt
indica la derivada temporal material y div(v) se calcula en la configuracio´n actual en
te´rminos del tensor l gradiente de velocidad como [17]:




(b) Momento lineal. En la descripcio´n lagrangiana, la ecuacio´n de conservacio´n del momento lineal




= ∇X · P + b (23)
donde b indica las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen y P es el primer tensor de tensiones




= ∇x · σ + b (24)
donde las tensiones se expresan ahora mediante el tensor de tensiones de Cauchy σ, y ρ es la
densidad actual. No´tese que en meca´nica de fluidos puede tambie´n escribirse una ecuacio´n de
momento en una forma arbitrariamente lagrangiana-euleriana (ALE) como [20]:
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= ∇x · σ + b (25)
siendo v∗ la velocidad convectiva. En el ana´lisis por elementos finitos, v∗ se define como la
diferencia entre la velocidad del fluido y la velocidad de la malla. Un estudio ma´s detallado
y exhaustivo sobre este punto puede encontrarse en el texto de Donea y Huerta [21] sobre
formulaciones de elementos finitos en problemas de flujo de fluidos. Dado que los me´todos
de partı´culas tipo SPH siguen el movimiento del conjunto de partı´culas entonces v∗ = 0 y el
te´rmino convectivo de la ecuacio´n (25) se anula. ´Esta es considerada una descripcio´n lagrangiana
del movimiento. La ecuacio´n (24) corresponde a una forma euleriana por cuanto las magnitudes
relevantes esta´n referidas a la configuracio´n actual, aunque la descripcio´n sea lagrangiana en el
sentido anteriormente descrito.
(c) Conservacio´n del momento angular. En nuestros estudios no consideraremos ni distribuciones
de masa con momentos polares ni medios magnetizables.
(d) Conservacio´n de la energı´a. La conservacio´n de la energı´a tambie´n puede ser considerada en los




= σ : d − div(q) + ρQ (26)
siendo U la energı´a interna por unidad de masa, q el flujo de calor, Q las fuentes de calor (por




(∇xv +∇xvT ) (27)
En este trabajo estudiaremos u´nicamente feno´menos gobernados por las ecuaciones (20)–
(24) aunque la extensio´n de la metodologı´a considerando todos los efectos es pra´cticamente
inmediata.
4. ECUACIONES DISCRETAS
4.1. Formulacio´n de residuos ponderados: funciones de prueba y funciones de test.
Las ecuaciones discretizadas para una formulacio´n basada en me´todos sin malla se puede deducir a
partir del planteamiento de residuos ponderados. Ası´ la versio´n discreta de la forma variacional de´bil de
Galerkin es casi equivalente a la que se obtiene por estimaciones del nu´cleo [22] en las formulaciones
cla´sicas del me´todo SPH. En consecuencia, esta equivalencia sugiere que el me´todo SPH se puede
estudiar en el contexto de los me´todos variacionales de Galekin.





· δv dΩ = −
∫
Ω
σ : δl dΩ+
∫
Ω
b · δv dΩ+
∫
Γ
σn · δv dΓ (28)
siendo Ω el dominio del problema, Γ su contorno y n el versor normal exterior en cada punto del





· δv̂ dΩ = −
∫
Ω
σ̂ : δ̂l dΩ+
∫
Ω
b · δv̂ dΩ+
∫
Γ
σ̂n · δv̂ dΓ (29)
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y las ecuaciones discretas resultan de introducir en esta forma variacional las funciones de test y de






i (x), ∇δv̂(x) =
n∑
i=1

















































N∗i (x)σ̂n dΓ (33)
Dado que en este trabajo consideraremos ponderaciones de tipo Bubnov-Galerkin entonces se
cumple que N∗j = Nj . La versio´n lagrangiana de (33) (esto es, con las magitudes referidas a las



















N∗i (X)P̂ n dΓ
0 (34)
donde X indica las coordenadas de la partı´cula en la configuracio´n de referencia.
La identidad (33) puede escribirse en una forma compacta ma´s conveniente:
Ma = F int + F ext (35)
donde M = {mij} es la matriz de masas, F int = {f inti } son las fuerzas internas y F ext = {f exti }















N∗i (x)σ̂n dΓ (38)
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Evidentemente se pueden derivar las expresiones ana´logas a e´stas para la versio´n lagrangiana (34).
Por otra parte, las funciones de forma “sin malla” no se anulan en los contornos con condiciones
esenciales; consecuentemente, la integral en los contornos en (38) puede descomponerse en dos
te´rminos ∫
Γ
N∗i (x)σ̂n dΓ =
∫
Γu
N∗i (x)σ̂n dΓu +
∫
Γn
N∗i (x)σ̂n dΓn (39)
donde Γu y Γn denotan los contornos en los que se prescriben respectivamente condiciones esenciales
y condiciones naturales, y Γ = Γu ∪ Γn. Sobre este aspecto de la formulacio´n se incidira´ en este
artı´culo ma´s adelante.
Finalmente, si se considera la ecuacio´n (21) de conservacio´n de la masa, y se hace uso de la expresio´n
(31) para∇v̂i, debe cumplirse para cada partı´cula
dρi
dt
= −ρidiv(v)i = −ρi
n∑
j=1
vj · ∇xNj(xi) (40)
que es equivalente a considerar una forma variacional de la ecuacio´n de conservacio´n con un esquema
de ponderacio´n de colocacio´n puntual.
4.2. Integracio´n nume´rica.
La integracio´n nume´rica de las ecuaciones discretizadas de la forma variacional es uno de los
aspectos ma´s importantes y controvertidos de los me´todos “sin malla” y tambie´n el origen de sus
conocidas imprecisiones e inestabilidades [9],[22],[23],[24].
Las caracterı´sticas esenciales que deben tenerse en cuenta a la hora de elegir o desarrollar un
esquema de integracio´n nume´rica para un me´todo de partı´culas son las siguientes: a) el esquema debe
ser razonablemente preciso, b) en aplicaciones hidrodina´micas lagrangianas, la cuadratura nume´rica
debe continuar manteniendo el cara´cter “sin malla” del me´todo, y c) el esquema de integracio´n debe
ser computacionalmente eficiente.
La fase de integracio´n nume´rica de las ecuaciones forma parte de la naturaleza intrı´nseca de los
me´todos “sin malla” y ha constituido un tema de estudio muy notable en formulaciones basadas en
el me´todo de Galerkin como el Element-Free Galerkin method [2]. Sin embargo, no ha sido un tema
explı´citamente estudiado en el a´mbito de los me´todos SPH, probablemente debido a que la integracio´n
nodal forma parte de la fundamentacio´n de las formulaciones SPH ma´s tempranas y porque el me´todo
ha sido considerado como una formulacio´n de colocacio´n puntual. En el marco de los me´todos SPH, el
uso de cuadraturas nume´ricas alternativas a la integracio´n nodal surge implı´citamente en el concepto
de los “puntos de tensio´n” o “stress-points”. Recientemente, Belytschko y sus colaboradores [22]
han reinterpretado el me´todo SPH como un me´todo de Galerkin con integracio´n nodal. En nuestra
opinio´n, los me´todos de Galerkin proporcionan un marco de referencia claro para analizar el uso de los
mencionados “stress-points”.
4.2.1. Los me´todos de partı´culas y las ecuaciones del continuo. Existen diferencias importantes en lo
relativo a la integracio´n nume´rica entre los me´todos “sin malla” y los me´todos basados en la generacio´n
de una malla correspondiente a la discretizacio´n del dominio como el me´todo de elementos finitos.
Esencialmente dos: la complejidad de las funciones de forma que definen la interpolacio´n “sin malla”
y la ausencia de un marco espacial en el que definir los puntos y pesos de la cuadratura nume´rica.
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Como puede verse en el desarrollo de las secciones previas de este trabajo, las funciones de forma
de mı´nimos cuadrados mo´viles y sus derivadas son funciones complicadas que en general no pueden
ser integradas exactamente empleando cuadraturas nume´ricas[24]. Por otra parte, los verdaderos
dominios de integracio´n de la forma variacional definida globalmente corresponden a las intersecciones
entre los soportes de las partı´culas. Ası´, dado un conjunto arbitrario de partı´culas, la definicio´n de
dichos dominios como las intersecciones de los soportes de cada partı´cula puede constituir una tarea
inabordable desde un punto de vista computacional en problemas dina´micos al requerir la generacio´n
de una “malla de integracio´n” para cada paso de tiempo.
La ausencia de un marco de referencia espacial es una diferencia muy importante y en ella radica
la naturaleza de los me´todos “sin malla”. Los me´todos “con malla” esta´n basados en particiones del
dominio en determinados elementos no solapados que representan explı´citamente una parte de ese
dominio. En problemas en los que se producen fuertes deformaciones del dominio, estos elementos
individuales pueden sufrir severas distorsiones con las consiguientes pe´rdidas de precisio´n en los
ca´lculos. A su vez, la malla de elementos constituye el marco espacial natural para definir la integracio´n
de la forma variacional, que se construye por ensamblaje de las contribuciones elementales —
calculadas elemento a elemento—. Asimismo, las ecuaciones discretas establecen equilibrios entre
regiones (esto es, los elementos) del dominio que es consistente con la derivacio´n del modelo de la
meca´nica del continuo.
A diferencia de los elementos, las partı´culas tienen masa y volumen de la que son representativas
implı´citamente. Ası´, los volu´menes esta´n concentrados en las partı´culas sea cual sea la forma real que
tenga el subdominio de la partı´cula. Esta es una ventaja computacional muy importante de los me´todos
de partı´culas, sin embargo el marco espacial no se preserva. Las ecuaciones discretas resultantes de
los me´todos de partı´culas tambie´n pueden interpretarse como ecuaciones de equilibrio de fuerzas entre
ellas, lo que no se corresponde con los fundamentos de la meca´nica de medios continuos: en este
sentido, la filosofı´a que subyace en los me´todos de partı´culas no es conceptualmente consistente con
los modelos de la meca´nica del continuo. Esta contradiccio´n se soslaya al menos parcialmente si las
partı´culas se consideran representativas de una determinada regio´n; sin embargo, obse´rvese que el
axioma fundamental de Cauchy de meca´nica del continuo establece que las interacciones entre regiones
tienen lugar en la forma de densidades de fuerzas en los contornos y no fuerzas entre centroides. En
conclusio´n, la “incertidumbre” espacial que introducen las partı´culas es suficiente para transformar la
aparentemente simple integracio´n de la forma variacional de Galerkin en un problema nume´rico ma´s
desafiante.
Seguidamente se revisan brevemente algunas de las te´cnicas de integracio´n ma´s empleadas que se
han propuesto en la bibliografı´a y se comentan algunos aspectos importantes de su implementacio´n
pra´ctica. En este punto, queremos notar que en nuestra opinio´n, la integracio´n en los me´todos “sin
malla” es un tema que esta´ lejos de cerrarse y en el que probablemente se producira´n avances
fundamentales en breve.
4.2.2. Integracio´n nodal. La integracio´n nodal se ha empleado al menos implı´citamente en todas
las formulaciones SPH desde que se propusieron en los an˜os setenta. Es obvio que es la opcio´n ma´s
econo´mica y que el esquema resultante es completamente “sin malla”, esto es, no precisa de ninguna
malla auxiliar en el que llevar a cabo la integracio´n. Ası´, las partı´culas se emplean como puntos
de integracio´n y se eligen como pesos de la cuadratura nume´rica los correspondientes volu´menes
estadı´sticos de cada una. En el caso de la forma de´bil de la ecuacio´n de momento euleriana que se
ha presentado en la seccio´n anterior, se tiene que
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En las expresiones anteriores, Vk representa el volumen tributaio asociado a la partı´cula k. Las te´cnicas
que se utilizan para determinar dichos volu´menes varı´an desde las simples particiones del dominio a los
diagramas de Voronoi. En las formulaciones SPH ma´s frecuentes, se asocian determinadas densidades
y volu´menes iniciales a las partı´culas, y consiguientemente, masas. Estas masas “fı´sicas” {Mk} se
mantienen constantes durante la simulacio´n y las densidades son variables que se van actualizando a
trave´s de la ecuacio´n de continuidad. Ası´, los volu´menes de las partı´culas se obtienen en cada paso de
tiempo como Vk = Mkρk . Obse´rvese, que en la formulacio´n que se propone en este artı´culo, las masas
“reales” o “fı´sicas” de las partı´culas Mk son diferentes en general de las masas “nume´ricas” mij dadas
por (42), y derivadas en el esquema de Galerkin.
La imposicio´n de las condiciones de contorno naturales segu´n (44) requiere primeramente “localizar
el contorno”, es decir, obtener una aproximacio´n al contorno formado por ciertas partı´culas, y
seguidamente determinar los pesos de integracio´n Ak asociados a cada partı´cula del contorno y
necesario para calcular (44).
La integracio´n nodal es la causa de las conocidas inestabilidades de los me´todos “sin malla”. Beissel
y Belytschko [23] y Bonet y Kulasegaram [9] han analizado los resultados de esta cuadratura en el
contexto de los me´todos Element Free Galerkin y SPH corregidos y han propuesto formulaciones
variacionales modificadas basadas en estabilizaciones de mı´nimos cuadrados que requieren las
derivadas segundas de las funciones de forma. Por otra parte, Chen y sus colaboradores han propuesto
una integracio´n nodal que da lugar a esquemas nume´ricos estables [25], basada en un suavizado de las
deformaciones pero que requiere el diagrama de Voronoi del conjunto de partı´culas y, por consiguiente,
un elevado coste computacional.
4.2.3. Malla de integracio´n auxiliar. El esquema de integracio´n nume´rica ma´s frecuente en los
me´todos EFGM y RKPM consiste en la definicio´n de una malla auxiliar de integracio´n formada por
celdas no solapadas que cubren la totalidad del dominio y en la que se definen cuadraturas nume´ricas
de Gauss de alto orden (Fig. 1)[26]. En general, estas celdas no se corresponden con los dominios de
integracio´n; no obstante, se recupera el “marco espacial” que requiere el me´todo de Galerkin, con el
consiguiente coste de generacio´n de la malla de integracio´n. La matriz de masas y el vector de fuerzas
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donde ninte es el nu´mero de puntos de integracio´n (generalmente intervienen un nu´mero pequen˜o
de puntos de acuerdo con el soporte de las partı´culas), y Wk es el peso de integracio´n asociado al
punto k. El nu´mero de puntos involucrados en la integracio´n de los contornos es ninteB , y WBk
es el correspondiente peso de integracio´n de la partı´cula k del contorno. Esta te´cnica, que ha sido
aplicada con relativo e´xito en varios problemas de meca´nica computacional [26], no es apropiada en
simulaciones SPH lagrangianas, debido a que los dominios cambian continuamente. En su lugar, se
ha propuesto en la bibliografı´a sobre los me´todos SPH un esquema de integracio´n similar aunque
“relajado”: las llamadas formulaciones de “puntos de tensiones” o “stress-points”.
PARTICULAS PUNTOS DE INTEGRACION CELDAS DE INTEGRACION 
Figura 1. Malla auxiliar de integracio´n.
4.2.4. “Puntos de tensiones” o “stress-points”. El concepto de “stress-points” fue propuesto por
Dyka, Randles y Ingel [27] en un intento de eliminar inestabilidades tensionales del me´todo SPH [28].
La idea ba´sica —que todavı´a permanece en la bibliografı´a del me´todo SPH— es la de calcular las
tensiones fuera de los centroides, esto es, de las partı´culas. Este planteamiento realmente significa usar
una cuadratura nume´rica alternativa a la de integracio´n nodal en la forma variacional de Galerkin de las
ecuaciones del continuo. En consecuencia, las ecuaciones discretas son absolutamente ana´logas a (45)–
(47), so´lo que ahora a los puntos de integracio´n se les llama stress points; es decir, se emplean unos
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puntos de integracio´n que no tienen porque´ coincidir con las partı´culas y que se encuentran dispersos en
la nube de partı´culas sin estar referidos a ninguna malla auxiliar (Fig. 2). Los “stress-points” se definen









donde el superı´ndice s se refiere a los “stress-points”.
En nuestra implementacio´n, y por consistencia con la definicio´n de las funciones de test, las
densidades se calculan en las partı´culas haciendo uso de la ecuacio´n de continuidad y seguidamente se





No´tese que en la expresio´n anterior se asume que ρj = ρ̂j , esto es, se emplean como para´meros
nodales de la densidad ρj los valores nodales reales ρ̂j obtenidos de la ecuacio´n de continuidad. Es
de esperar que los errores que pueda introducir esta hipo´tesis sean despreciables, en particular en el
ana´lisis del flujo de fluidos casi incompresibles. Vignjevic et al. [29] han propuesto una implementacio´n
distinta en la que la ecuacio´n de continuidad se impone en los “stress-points”. Teniendo en cuenta
las ecuaciones discretas que resultan es sencillo identificar que los desplazamientos, velocidades y
aceleraciones se calculan en las partı´culas, en tanto que las restantes variables asociadas —como por
ejemplo las tensiones— se requieren solamente en los puntos de la cuadratura, esto es, en los “stress-
points” o “puntos de tensiones” [6], [29].
Con esta te´cnica, los puntos de integracio´n se mueven; es decir, la “malla” de los puntos de
integracio´n se adapta continuamente al dominio cambiante, evitando trabajar con una malla auxiliar
“rı´gida”. Llegados a este punto, ya se dispone de los puntos de la cuadratura nume´rica, sin embargo
falta por determinar los pesos de integracio´n de dicha cuadratura.
No´tese que los dos conjuntos de puntos (las partı´culas y los puntos de integracio´n) esta´n
desacoplados. Inicialmente ambos representan en dominio computacional global y se establecen con













dondeM y V son la masa y el volumen inicial del medio estudiado y n y ns son el nu´mero de partı´culas
y el nu´mero de puntos de integracio´n (los “stress-points”). A medida que avanza la simulacio´n,
ambos conjuntos derivan en dos dominios y volu´menes computacionalmente diferentes: las partı´culas
contienen la informacio´n de las posiciones y movimientos del medio, mientras que el conjunto de
los puntos de integracio´n constituye el dominio computacional en el que se hacen los ca´lculos de
las integrales. Es evidente que esta duplicidad de dominios debe ser controlada cuidadosamente para
preservar la precisio´n de los resultados obtenidos con este me´todo.
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PARTICULAS 
"STRESS POINTS" 
Figura 2. Nube de partı´culas y “stress-points” (doble malla).
Belytschko y sus colaboradores [22] han propuesto una implementacio´n alternativa en la que tanto
las partı´culas como los “stress-points” se usan como puntos de integracio´n. Es decir, es un esquema
de integracio´n nodal “reforzado” con unos puntos de integracio´n adicionales (Fig. 3). Ası´, las fuerzas
internas —sin considerar tracciones en los contornos— resultan:
f inti = −
n∑
ip=1
σ̂ip∇xN∗i (xip)V pip −
ns∑
is=1
σ̂is∇xN∗i (xis)V sis (52)






V sis = V (53)
La determinacio´n de estos pesos es el mayor inconveniente de este esquema en el caso de nu´cleos
eulerianos. El diagrama de Voronoi de las partı´culas y de los “stress-points” deben evaluarse en cada
paso de tiempo, lo que implica un considerable esfuerzo computacional. No obstante, en el caso de
nu´cleos lagrangianos los diagramas se calculan u´nicamente en la configuracio´n inicial por lo que el
esquema resulta algo ma´s eficiente.
Finalmente, proponemos otra implementacio´n de los “stress-points” que, de alguna modo, puede
interpretarse como la extensio´n bidimensional del algoritmo 1D de Dyka, Randles y Ingel [27] en el
que un “elemento” esta´ asociado a una partı´cula y las tensiones se calculan utilizando dos puntos de
integracio´n del “interior de cada elemento”. En la versio´n 2D, una regio´n del dominio esta´ asociada
a cada partı´cula, y ciertos puntos “representativos” dentro de cada regio´n se emplean como puntos de
integracio´n. A diferencia de la formulacio´n en “doble malla” o “doble nube de puntos” presentada
Revista Internacional Me´todos Nume´ricos en Ingenierı´a




Figura 3. Partı´culas, “stress-points” y celdas de Voronoi.
antes, los “stress-points” esta´n ahora asociados a las partı´culas y representan cierta porcio´n del
volumen nodal. Por otra parte, y dado que se desea evitar determinar explı´citamente la regio´n asociada
a cada partı´cula (calculando los diagramas de Voronoi, por ejemplo), se opta por asignar una regio´n
nodal a cada partı´cula de modo que los “stress-points” se definen en dichas regiones (Fig.4) y los pesos
de integracio´n V sik vienen dados por
nsi∑
k=1
V sik = Vi (54)
donde nsi es el nu´mero de “stress-points” asociados a una partı´cula i, V sik es el peso de integracio´n del
“stress-point” k asociado a la partı´cula i, y Vi es el volumen de la partı´cula i. Se asume que la relacio´n
V sik/Vi permanece constante en la evolucio´n de la simulacio´n. Dado que generalmente las partı´culas
se situ´an inicialmente siguiendo una retı´cula ma´s o menos regular, la situacio´n inicial de los puntos
de integracio´n (y, en consecuencia, la determinacio´n inicial de las regiones asociadas a cada partı´cula)
suele ser sencilla. Si a medida que avanza la simulacio´n, los puntos de integracio´n asociados a cada
partı´cula se mueven con su misma velocidad, la forma de la regio´n nodal asociada a cada partı´cula
permanece inalterada. Este esquema puede ser inadecuado si hay grandes distorsiones en el dominio,
siendo ma´s conveniente entonces desplazar los “stress-points” segu´n (48). Con esta implementacio´n
se consigue adema´s obtener una cierta medida de la distorsio´n de las regiones asociadas a las partı´culas
a partir del movimiento de los puntos de integracio´n (esto es, de los “stress-points”).
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PARTICULAS
"STRESS POINTS" ASOCIADOS
Figura 4. Partı´culas y “stress-points” asociados.
4.3. Matriz de masas diagonal.
Como es sabido del ana´lisis por elementos finitos, el empleo de la matriz de masas completa en
aplicaciones pra´cticas no suele ser eficiente por lo que se opta por emplear una matriz de masas
agrupada (diagonal). Una forma sencilla de agrupamiento consiste en asignar como valor de cada
elemento de la nueva matriz diagonal el de la suma de los elementos de su fila en la matriz de masas






















siempre que las funciones de forma sean al menos completas de orden cero. La forma discreta, sin







donde Wk es el peso del punto k de la cuadratura. Obse´rvese que, si las funciones de test son tambie´n
completas al menos de orden cero, este agrupamiento verifica
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siendo M la masa total del cuerpo. No´tese la importancia de elegir correctamente los pesos de
integracio´n y las densidades para los puntos de integracio´n en este esquema.
No obstante lo anterior, (56) no es una expresio´n habitual en la bibliografı´a sobre los me´todos
SPH. La pra´ctica ma´s extendida consiste en emplear las masas de las partı´culas “reales” como masas






5. APLICACIONES A PROBLEMAS DE DIN ´AMICA DE FLUIDOS.
5.1. Tensor de tensiones.
En los ejemplos que analizaremos en este trabajo asumiremos que el fluido es newtoniano
compresible y los nu´cleos eulerianos, esto es, las derivadas y las diferentes magnitudes referidas a
la configuracio´n actual. Ası´, las fuerzas internas se relacionan con el tensor de tensiones de Cauchy en
la forma
σ = −pI + 2µd′ (60)
siendo p la presio´n, µ la viscosidad y d′ la parte desviadora del tensor velocidad de deformacio´n d,
dado por





(∇v +∇vT ) (61)





vj ⊗∇Nj(x), d̂ = 12(∇v̂ +∇v̂
T ) (62)
Ası´, el gradiente de velocidades en un punto x (en nuestros ca´lculos se tratara´ de las coordenadas de
una partı´cula o de un punto de integracio´n) se calcula a partir de los para´metros de la velocidad de las
partı´culas {vj}. La divergencia del vector velocidad es
∇ · v̂(x) = tr(∇v̂(x)) =
n∑
j=1
vj · ∇Nj(x) (63)
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siendo γ = 7 y κ se elige de modo que el fluido sea casi incompresible; en los flujos gravitatorios la









donde H es la altura total y g = 9,81m/s2.
5.2. Ecuaciones discretas.
A continuacio´n presentaremos el conjunto de ecuaciones correpondiente a la discretizacio´n espacial.
Tal como ya comentamos anteriormente se considera una formulacio´n variacional con ponderacio´n
de tipo Bubnov-Galerkin por lo que las funciones de prueba y de test pertenecen al mismo espacio
funcional.
• Ecuacio´n de momento.
Mi dvi
dt
= f inti + f
ext
i (66)
siendo Mi la masa agrupada de la partı´cula i y f inti y f exti las fuerzas internas y externas
respectivamente, dadas por:











Como puede verse se ha preferido expresar la formulacio´n en una forma general sin especificar
el tipo de esquema de integracio´n nume´rica, y en la que ninte indica el nu´mero total de puntos
de integracio´n. Obse´rvese que deben definirse los apropiados pesos de integracio´nWk tanto para
los puntos de la cuadratura en el dominio y en el contorno.
Por otra parte, el tensor de tensiones debe calcularse en cada punto de integracio´n segu´n





k se relaciona con el tensor gradiente de velocidades como se ha indicado en (62).
• Ecuacio´n de continuidad.
dρi
dt
= −ρi div(v)i = −ρi
n∑
j=1
vj · ∇Nj(xi) (70)
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5.3. Consecuencias de la falta de la propiedad de interpolacio´n nodal.
5.3.1. Relativas al movimiento de las partı´culas. En anteriores secciones se ha presentado la





donde n es el nu´mero total de partı´culas y {uj} es el conjunto de para´metros nodales. En este misma






A diferencia de las funciones de forma interpolantes de elementos finitos, las funciones de mı´nimos
cuadrados mo´viles y las funciones de forma del me´todo SPH esta´ndar no verifican la propiedad de
interpolacio´n nodal, esto es,
Nj(xi) 6= δij (73)
Ası´, en general,
v̂i = v̂(xi) =
n∑
j=1
vjNj(xi) 6= vi (74)
y los para´metros nodales no coinciden necesariamente con los valores interpolados. En nuestra opinio´n,
este hecho ha introducido cierta confusio´n en muchas formulaciones del me´todo SPH porque ha
sido ignorado. Con el fin de deducir un algoritmo consistente, las ecuaciones discretas deben ser
manipuladas correctamente ya que dichas ecuaciones no tiene un sentido tan claro y directo como
las ecuaciones discretas obtenidas de funciones de forma que satisfacen la propiedad de interpolacio´n
nodal. Las ecuaciones discretas de continuidad y momento dependen de velocidades, gradientes de
velocidades y aceleraciones que se calculan usando para´metros de velocidad nodales {vj}, y no las
velocidades nodales (interpoladas) “reales” {v̂j}. No obstante, antes de mover las partı´culas, deben









Es conveniente en este punto insistir en que mover las partı´culas con {v̂j} no es ninguna correccio´n,
sino que es el esquema correcto, consistente con la aproximacio´n “sin malla” usada. En la bibliografı´a
sobre SPH es frecuente el empleo de versiones que de algu´n modo son modificaciones de esta
formulacio´n, por ejemplo la llamada correccio´n XSPH de Monaghan [30]. Con el fin de ilustrar este
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aspecto conside´rense las funciones de forma de mı´nimos cuadrados mo´viles {Nj(x)}: Tras calcular








Dado que incluso las funciones de forma de mı´nimos cuadrados mo´viles construidas con polinomios












que, reordenando los te´rminos, conduce a
v̂i = vi +
∑
j 6=i
(vj − vi)Nj(xi) = vi +
n∑
j=1
(vj − vi)Nj(xi) (79)
Consideremos a continuacio´n las funciones de forma del me´todo SPH, dadas por Nj(x) =
mj
ρj Wj(x).






Wj(x) 6= 1 (80)










donde α es un determinado para´metro que puede depender de la disposicio´n de las partı´culas, del
nu´cleo empleado, etc., e introducimos esta expresio´n en (77) y reordenamos, se obtiene











Una versio´n simplificada de (82) es





(vj − vi)Wj(xi) (83)
donde ² es otro para´metro (desconocido). Esta expresio´n es absolutamente ana´loga a la que se propone
en la correccio´n XSPH definida como [30]





(vj − vi)Wj(xi) (84)
siendo ρij = 0,5(ρi+ρj). En nuestra opinio´n, esta “correccio´n” es en realidad una versio´n heurı´stica de
la forma consistente (75). Sin embargo, en la correccio´n XSPH la ecuacio´n de continuidad se resuelve
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usando los valores de las velocidades corregidas segu´n (84), que no es un procedimiento consistente
con nuestra formulacio´n por cuanto la ecuacio´n de continuidad se plantea en te´rminos de {vj}.
En la pra´ctica, los para´metros de las velocidades nodales se emplean para resolver las ecuaciones
discretas y las velocidades nodales interpoladas se emplean para mover las partı´culas. Queremos
remarcar que esta formulacio´n no es suavizado ni es una correccio´n de las velocidades, sino que se
trata del procedimiento consistente con un esquema de aproximacio´n que no verifica la propiedad
de interpolacio´n nodal. No´tese finalmente que la ecuacio´n de continuidad se plantea en funcio´n
de las densidades “reales” y, por consiguiente, las densidades que se obtienen pueden introducirse
directamente en la ecuacio´n de estado para calcular las presiones.
5.3.2. Relativas a la imposicio´n de las condiciones de contorno esenciales. La verificacio´n de
las condiciones de contorno constituye uno de los aspectos ma´s importantes y problema´ticos de
los me´todos SPH dado que no pueden ser impuestas de un modo tan directo y claro como en las
formulaciones basadas en el me´todo de elementos finitos.
En el caso de las condiciones de contorno naturales, e´stas esta´n incluidas en la forma de´bil a
trave´s del te´rmino de tracciones en el contorno. En este caso, la principal dificultad se “reduce” a la
determinacio´n de las partı´culas que constituyen el contorno y sus pesos de integracio´n. En este trabajo,
las tracciones en el contorno se corresponden a contornos de superficie libre y en consecuencia las
integrales sobre los contornos naturales se anulan (no se consideran los efectos de tensio´n superficial).
Desafortunadamente las funciones de test no se anulan en los contornos esenciales, por lo que la
forma de´bil del problema contiene un te´rmino que incluye tracciones en contornos con condiciones







N∗i (x)σ̂n dΓu (85)








donde B es el conjunto de partı´culas del fluido en los contornos con condiciones esenciales (esto es,
localizadas suficientemente pro´ximas al contorno. Como se puede observar, el segundo sumando en
(86) involucra a las “vecinas” a la partı´cula i pertenecientes a B.
Por otra parte, dado que las funciones de forma de mı´nimos cuadrados mo´viles no satisfacen
la propiedad de interpolacio´n nodal, las velocidades no se pueden imponer directamente. En la
bibliografı´a sobre el me´todo SPH las condiciones de contorno esenciales han sido tratadas como
contacto fluido-estructura y se han propuesto y usado ampliamente te´cnicas especı´ficas tales como
“partı´culas imagen” y “fuerzas del contorno” [14]. En las formulaciones cla´sicas de fuerzas del
contorno, ciertas fuerzas actu´an sobre aquellas partı´culas pro´ximas al mismo (las del conjunto B).
El contacto con los contornos so´lidos se detecta por la distancia entre las partı´culas del fluido y ciertas
partı´culas del contorno que permanecen fijas en el contorno de la estructura y no esta´n incluidas en
los ca´lculos generales. Conside´rese, por ejemplo, una partı´cula del fluido i ∈ B. El vector de fuerzas
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donde S es el conjunto de las partı´culas del contorno so´lidas y F ji es la fuerza del contorno ejercida
por la partı´cula j sobre i (que depende de la distancia entre i y j, sus velocidades relativas, etc.). En la
mayorı´a de las formulaciones del me´todo SPH, se obvia el segundo sumando del te´rmino de la derecha













Esta te´cnica puede ser reformulada planteando una te´cnica de penalizacio´n similar a las empleadas
en las formulaciones “sin malla” implı´citas [9]. Ası´, las condiciones de contorno esenciales se imponen







v̂ − vB)2dΓu (90)
donde η es un para´metro de penalizacio´n (generalmente de valor elevado) y vB es la velocidad prescrita




δv̂ · (v̂ − vB)dΓu (91)
expresio´n que puede an˜adirse a la forma variacional de Galerkin (28). Haciendo uso de integracio´n
nodal, se obtiene la siguiente expresio´n para la fuerza f bpi sobre la partı´cula i debido al potencial de
contorno definido en (90):







Por otra parte, la expresio´n





se puede interpretar como una fuerza debida a la proximidad de la partı´cula j al contorno (es decir,




F jN∗i (xj) (94)
Esta expresio´n sugiere un implementacio´n nueva de la formulacio´n de fuerzas de contorno para
contornos so´lidos. Ası´, las “fuerzas”F j se calculan de modo similar al expuesto anteriormente para el
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en la que se puede establecer una dependencia general para Fkj en la forma
Fkj = Fkj (∆vjk,∆xjk) (96)
siendo ∆vjk = v̂j − vBk y ∆xjk = xj − xk, y donde vBk es la velocidad prescrita para la partı´cula del
contorno k.

















(F j + σ̂jnAj)N∗i (xj) (97)
en la que como puede observarse, las fuerzas del contorno no se ejercen u´nicamente sobre las partı´culas
pro´ximas al contorno, sino tambie´n sobre sus vecinas. Adema´s se han incorporado a la formulacio´n
los te´rminos correspondientes a la integral sobre contornos con condiciones esenciales. Por otra parte,
dado que las fuerzas de penalizacio´n F j son mucho mayores que los te´rminos σ̂jnAj , la expresio´n







F jN∗i (xj) (98)
5.3.3. Relativas a la inicializacio´n de las variables. Otro aspecto sobre el que debemos incidir
especialmente es en la inicializacio´n de las variables, en particular la distribucio´n inicial de velocidades
en te´rminos de las velocidades nodales {v̂0j}. De nuevo, en los ca´lculos se precisan los para´metros de





por lo que se debe resolver un sistema de ecuaciones lineales para obtener los valores de {v0j}.
En algunos casos particulares, el hecho de que las funciones de forma de mı´nimos cuadrados mo´viles
con bases lineales reproduzcan completamente cualquier funcio´n lineal simplifica la aplicacio´n de las
condiciones iniciales. Sea, por ejemplo, un campo de velocidades iniciales constantes v0(x) = v0.








Nj(x) = v0 (100)








xjNj(x) = Cx (101)
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y consecuentemente v0j = Cxj , ∀j = 1, . . . , n. Evidentemente, estas conclusiones son ciertas para
funciones de mı´nimos cuadrados mo´viles con bases polino´micas lineales porque tiene consistencia de
orden 1.
No obstante, incluso en el caso de las formulaciones cla´sicas del me´todo SPH (cuyas funciones no
tienen consistencia cero), suele ser una pra´ctica habitual considerar v0j = v̂0j ; y es posible que en la
mayor parte de las formulaciones SPH se considere que vj ≡ v̂j en todos los ca´lculos. Estas hipo´tesis
son incorrectas y causan errores importantes en las simulaciones.
5.4. Ecuaciones discretas alternativas.




(vj − vi)⊗∇Nj(xi) (102)
Si se consideran funciones de prueba de mı´nimos cuadrados mo´viles lineales, entonces,
n∑
j=1
(vj − vi)⊗∇Nj(xi) =
n∑
j=1







por lo que (102) es equivalente a (31), salvo por errores de redondeo. A pesar de que en el caso de
campos de velocidades constantes en los que con el empleo de (102) se eliminan tales errores de
redondeo, no parece que tenga ventajas significativas en un problema general.
Si se emplea interpolacio´n esta´ndar de tipo SPH entonces (103) no se verifica, y ambas
formulaciones no son equivalentes. Esta simetrizacio´n ha sido ampliamente utilizada para garantizar
gradientes de velocidad correctos para campos de velocidades constantes. Sin embargo, en nuestra
opinio´n, esto corresponde a una eleccio´n diferente de las funciones de prueba lo que deberı´a ser
considerado, por consistencia, en la formulacio´n en todo momento en el que aparecen las funciones de
prueba. Un razonamiento similar se puede aplicar para el caso de las fuerzas internas. Una expresio´n
muy empleada en la bibliografı´a de los me´todos SPH es, para un esquema de integracio´n nodal:
f inti = −
n∑
k=1
(σ̂k ± σ̂i)∇N∗i (xk)Vk (104)
y ma´s frecuentemente
f inti = −
n∑
k=1
(σ̂k + σ̂i)∇N∗i (xk)Vk (105)
Dado que las funciones de test del me´todo SPH esta´ndar verifican ∇N∗i (xk)Vk = −∇N∗k (xi)Vi,
el uso de (105) garantiza la conservacio´n local del momento lineal. Y el momento angular se
conservara´ tambie´n en ausencia de tensiones cortantes [8].
Obse´rvese que, en general, empleando las aproximaciones de mı´nimos cuadrados mo´viles
n∑
k=1
∇N∗i (xk) 6= 0 (106)
Revista Internacional Me´todos Nume´ricos en Ingenierı´a
UNA FORMULACI ´ON NUM ´ERICA SIN MALLA BASADA EN SPH CON PONDERACI ´ON DE GALERKIN 25
∇N∗i (xk)Vk 6= −∇N∗k (xi)Vi (107)
Por tanto, la expresio´n (105) ni es antisime´trica ni consistente con la definicio´n de las funciones de test
que proponemos en (30), y consecuentemente no se empleara´ para las fuerzas internas.
5.5. Integracio´n temporal.
El esquema de integracio´n temporal que hemos empleado en las simulaciones es un algoritmo
explı´cito de segundo orden de tipo predictor-corrector [14]. La secuencia de actualizaciones de las
velocidades, densidades y posiciones de las partı´culas que se realizan en cada paso es




















































i − xki (110)
En la pra´ctica hemos considerado que ak ≈ a2(k−1) con un menor coste computacional y sin
modificar el orden del me´todo [14]. Ası´mismo, conviene recordar que la condicio´n de Courant-
Friedrichs-Lewy (CFL) de estabilidad limita el paso de tiempo del algoritmo y que e´ste debe ajustarse
segu´n el soporte del dominio, la celeridad de la onda, la velocidad y el nu´mero de Courant [8, 33].
En las referencias [16, 31, 32, 33, 34] pueden encontrarse ma´s detalles acerca de la implementacio´n
pra´ctica de la metodologı´a expuesta anteriormente, el algoritmo principal empleado y la aplicacio´n de
las condiciones de contorno.
6. ASPECTOS DE LA IMPLEMENTACI ´ON
En esta seccio´n se analizan algunos aspectos pra´cticos de la implementacio´n de la metodologı´a
expuesta.
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Densidad=1000 kg/m3 Densidad=2000 kg/m3
Figura 5. Ejemplo de rotura de presas: Esquema de la configuracio´n inicial.
Time=0.07 s Time=0.13 s
Time=0.27 s Time=0.30 s
Time=0.35 s Time=0.63 s
Time=0.67 s Time=0.95 s
Figura 6. Ejemplo de rotura de presas: Diferentes instantes de la simulacio´n.
Un aspecto fundamental en cualquier formulacio´n tipo SPH consiste en la eleccio´n de un buen
algoritmo para la bu´squeda de las partı´culas que se considerara´n vecinas de una dada. En este trabajo
se ha empleado un algoritmo de bu´squeda por celdas similar al expuesto en [14], con lo que se consigue
que el tiempo de computacio´n dedicado a la “bu´squeda de vecinos” sea despreciable en comparacio´n
al tiempo de ca´lculo global para cada paso de tiempo.
Por otra parte, la construccio´n de las funciones de forma de mı´nimos cuadrados mo´viles con
base lineal requiere la inversio´n de la matriz de momentos en (13). Esta matriz sera´ singular no se
dispone de suficientes vecinos o las partı´culas de la nube esta´n alineadas (en 2D). En realidad, y aun
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disponiendo de suficientes partı´culas no estrictamente alineadas, la matriz de momentos puede ser mal
condicionada, afectando negativamente a la estabilidad del algoritmo. En la pra´ctica hemos empleado
un procedimiento similar al propuesto en [11], donde el orden de la aproximacio´n cambia en funcio´n
del nu´mero de condicio´n de la matriz de momentos, alternando entre base lineal y base constante
(funciones de Shepard)
La implementacio´n de esta metodologı´a se realiza en un algoritmo que incorpora un esquema de
tipo “leap-frog” para la integracio´n temporal, y cuya secuencia de tareas es la siguiente:
• Definicio´n de la geometrı´a inicial, conectividad de las celdas de bu´squeda y variables de flujo:
µ,κ,v,V ,ρ,M ,p,c, etc.
• En cada instante de tiempo:
I. Construccio´n de las nubes de partı´culas (bu´squeda de vecinos).
II. Ca´lculo de las funciones de forma y sus derivadas, evaluadas en los puntos de integracio´n,
segu´n (14).
III. Ca´lculo de los tensores de tensiones en los puntos de integracio´n, de acuerdo con (69) y
(62).
IV. Ca´lculo de las fuerzas internas y externas, segu´n (67) y (68). Ca´lculo de los para´metros
nodales de aceleracio´n, a.
V. Actualizacio´n de los para´metros nodales de velocidad, v∗ = v− 12 + a∆t.
VI. Ca´lculo de las fuerzas del contorno, f b.
VII. Actualizacio´n de los para´metros nodales de velocidad, v 12 = v∗ + f b∆t.
VIII. Variaciones de densidad, segu´n (70).
IX. Ca´lculo de las velocidades nodales interpoladas v̂, utilizadas para mover las partı´culas
segu´n (72).
X. Actualizacio´n de las posiciones y otras variables.
• Fin del bucle.
Otro aspecto importante de la implementacio´n de la formulacio´n propuesta hace referencia a la
imposicio´n de las condiciones de contorno. En los ejemplos expuestos a continuacio´n, las condiciones
esenciales de contorno se imponen mediante el esquema de fuerzas del contorno expuesto en los
apartados anteriores. Los contornos so´lidos esta´n formados por partı´culas que se consideran fijas en el
contorno, separadas en general un tercio de la distancia inicial entre partı´culas del interior del dominio.
Ası´, en cada instante de tiempo, para tener en cuenta las fuerzas del contorno es necesario llevar a cabo
las siguientes tareas:
• Inicializar las fuerzas del contorno, f bi = 0, ∀i = 1, . . . , n.
• Determinar el conjunto B de partı´culas situadas “sufientemente cerca” del contorno. En la
pra´ctica, una partı´cula j pertence a B si existe una partı´cula del contorno k tal que la distancia
entre j y k es menor que un valor especificado r0; en este trabajo hemos empleado r0 = 0,7h.
Llamamos Sj al conjunto de partı´culas del contorno k asociadas en el sentido anterior a la
partı´cula j.
• Para cada partı´cula j ∈ B:
• Para cada partı´cula k ∈ Sj :
• Calcular la fuerza del contorno Fkj ejercida por la partı´cula k sobre j. La expresio´n
empleada para las fuerzas del contorno es:
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Fkj = f1(∆vjk) f2(∆xjk) (111)
donde ∆vjk y ∆xjk se definen como (96) y
f1(∆vjk) =
{
1, ∆vjk · nk < 0













donde r = ‖∆xjk‖ = ‖xj−xk‖, nk es la normal unitaria asociada a la partı´cula del
contorno k y A es cierta constante. La expresio´n (113) es una versio´n modificada de
las fuerzas de Lennard-Jones [30] (modificada en el sentido de que consideramos
fuerzas normales y no radiales).
• An˜adirFkjN∗i (xj) a la fuerza de contorno f bi aplicada a cada vecino i de la partı´cula
j.
• Fin del bucle.
• Fin del bucle.
Finalmente debemos resaltar que, aunque la implementacio´n propuesta mejora los resultados obtenidos
con formulaciones cla´sicas de fuerzas de contorno en casos sencillos en los que se pretende
simplemente impedir que el fluido atraviese el contorno [16, 31, 32, 34], la correcta imposicio´n de
condiciones de contorno ma´s generales es todavı´a un problema abierto en SPH.
7. EJEMPLOS
En esta seccio´n se presentan cuatro ejemplos de simulaciones de flujo de fluidos en distintas
situaciones que han sido obtenidas con la formulacio´n “sin malla” propuesta en este trabajo.
7.1. Ejemplo de rotura de presas.
Los problemas tipo “rotura de presa” han sido extensamente utilizados como test en la evaluacio´n
de formulaciones lagrangianas [8, 20, 30, 33, 35]. En este caso se trata de dos masas de fluidos de
distintas densidades, inicialmente confinados por muros. Se estudia el flujo de fluidos cuando los muros
de retencio´n se suprimen. La situacio´n inicial puede verse en la Figura 5. Las densidades de los fluidos
es de 1000 kg/m3 y 2000 kg/m3, y la viscosidad dina´mica de 0,5 kg m−1s−1. La Figura 6 muestra
la evolucio´n de los fluidos para distintos instantes de tiempo.
7.2. Ejemplos de impacto fluido-fluido y de interaccio´n fluido-estructura.
El primero de estos ejemplos corresponde a una gota de agua que cae verticalmente a 2 m/s sobre
una masa de agua inicialmente en reposo (Figura 7).
Este ejemplo demuestra el excepcional buen funcionamiento de la formulacio´n por la ausencia de
distorsiones en el contorno como puede observarse en la imagen ampliada de la Figura 8. La densidad
del fluido y su viscosidad dina´mica son ρ0 = 1000 kg/m3 y µ = 0,5 kg m−1s−1, respectivamente.
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Diámetro=0,01 m
v=2 m/s
Figura 7. Ejemplo de impacto fluido-fluido: Esquema de la configuracio´n inicial.
Figura 8. Ejemplo de impacto fluido-fluido: Simulacio´n a t = 0,0396 s (detalle).
El nu´mero total de partı´culas es de 5539. En la Figura 9 se muestran las simulaciones para distintos
instantes.
El segundo ejemplo corresponde a un caso de interaccio´n fluido-estructura. Se considera una masa
de fluido retenida inicialmente por una compuerta (Figura 10), y se ha simulado el flujo del fluido a
medida que va ascendiendo la compuerta a una velocidad constante de 0,7 ms−1. En la Figura 11 se
muestran los resultados para distintos instantes de tiempo.
7.3. Ejemplo de llenado de un molde.
En los ejemplos previos se ha demostrado el correcto funcionamiento del me´todo propuesto en casos
en los que los contornos tienen poca influencia. En este ejemplo demostraremos que la formulacio´n es
particularmente sensible —como ocurre con todas las metodologı´as basadas en el me´todo SPH— a la
correcta (o quiza´s mejor dicho a la incorrecta) aplicacio´n de las condiciones de contorno, en lo que
constituye una lı´nea de investigacio´n desafiante y, sin duda, abierta.
La simulacio´n corresponde al llenado de un molde circular con un nu´cleo central como muestra
la Figura 12. La velocidad del chorro de fluido a la entrada del molde es de 18 m/s y la viscosidad
dina´mica es µ = 0,01 kg m−1s−1. El mo´dulo volume´trico del fluido (κ) se ha elegido para que la
celeridad de onda sea de 1000m/s. El nu´mero total de partı´culas es 14314.
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time=0.0018 s time=0.0099 s
time=0.0297 s time=0.0477 s
time=0.0657 s time=0.0837 s
time=0.1017 s time=0.1197 s
time=0.1377 s time=0.1557 s
Figura 9. Ejemplo de impacto fluido-fluido: Diferentes instantes de la simulacio´n.
En la Figura 13 se muestran diferentes instantes de la simulacio´n (se ha adoptado como origen de
tiempos el instante en que se produce el choque del chorro de fluido con el nu´cleo central). La forma de
los dos chorros que se forman tras el choque con el nu´cleo central del molde parece muy satisfactoria
y concuerda con resultados previos de otros autores que se dispone de este caso [36].
A pesar de emplear una formulacio´n consistente de fuerzas de contorno, hemos encontrado excesiva
distorsio´n cerca de los contornos, en comparacio´n con el flujo en puntos alejados de su influencia
(ve´ase la Figura 14). Este efecto podrı´a estar causado por emplear una formulacio´n para representar
el contorno de tipo “particular”, esto es, basado en partı´culas, y es una lı´nea de mejora que esperamos
desarrollar en breve.
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Figura 10. Ejemplo de interaccio´n fluido-estructura: Esquema de la configuracio´n inicial.
Time=0.012 s Time=0.036 s
Time=0.056 s Time=0.068 s
Time=0.084 s Time=0.096 s
Figura 11. Ejemplo de interaccio´n fluido-estructura: Diferentes instantes de la simulacio´n.
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Figura 12. Ejemplo de llenado de un molde: Dimensiones del molde.
En la Figura 15 se muestra una comparacio´n entre los resultados nume´ricos obtenidos con la
formulacio´n “sin malla” propuesta en este trabajo y las ima´genes obtenidas experimentalmente para
los mismos instantes de tiempo por Schmid and Klein [37].
8. CONCLUSIONES Y L´INEAS FUTURAS DE DESARROLLO
En este artı´culo se ha abordado el estudio de una formulacio´n nume´rica de Galerkin basada en el
me´todo de partı´culas SPH (Smoothed Particle Hydrodynamics) con funciones de forma de mı´nimos
cuadrados mo´viles para la simulacio´n de problemas de flujo de fluidos con superficie libre. La
formulacio´n desarrollada constituye un marco general claro y bien fundamentado para interpretar
te´cnicas propuestas y utilizadas tradicionalmente por los usuarios del me´todo SPH tales como los
“stress points”, fuerzas de contorno, correcciones y ca´lculos “especiales” de los gradientes de las
funciones, etc. Ası´mismo constituye una metodologı´a general a partir de la cual se pueden desarrollar
algoritmos consistentes y computacionalmente ma´s eficientes.
En el desarrollo de esta investigacio´n se han explicado y aclarado algunas de las cuestiones y
metodologı´as propuestas y empleadas en el a´mbito del me´todo SPH y han surgido otras. Ası´, entre
las cuestiones no resueltas podemos incluir el desarrollo de un algoritmo eficiente para flujo de
fluidos incompresibles, una adecuada formulacio´n para la imposicio´n de las condiciones de contorno,
estimaciones del error, algoritmos eficientes para longitudes de soporte del dominio variables,
esquemas de integracio´n nume´rica eficientes de las formas de´biles, desarrollo de formulaciones locales
eficientes, etc.
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time=5.76 ms time=8.64 ms
time=12.24 ms time=15.60 ms
Figura 13. Ejemplo de llenado de un molde: Diferentes instantes de la simulacio´n.
Figura 14. Ejemplo de llenado de un molde: Simulacio´n a t = 5,76ms.
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Figura 15. Ejemplo de llenado de un molde: Resultados experimentales (izquierda) y nume´ricos (derecha).
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